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SPEKTRUM DETOUR PADA GRAF HELM TERTUTUP  

INTISARI 

 

Matriks detour dari graf 𝐺 merupakan matriks berukuran 𝑛 × 𝑛 dinotasikan 𝐷𝐷(𝐺) 

dengan entri ke- 𝑖𝑗 (baris ke- 𝑖 dan kolom ke-𝑗) merupakan panjang lintasan 

terpanjang antara titik 𝑖 dan 𝑗. Spektrum detour merupakan sebuah matriks simetri 

yang entrinya berisi nilai eigen dan multiplisitas dari nilai eigen pada matriks 

detour. Spektrum detour dari 𝐺 dinotasikan 𝑠𝑝𝑒𝑐𝐷𝐷(𝐺). Pada penelitian ini mencari 

rumusan pola tentang spektrum detour dari graf helm tertutup, dengan banyaknya 

titik 2𝑛 + 1 dan banyaknya sisi 4𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3, 𝑛 ∈ 𝑁. Untuk menentukan 

spektrum detour graf helm tertutup (𝐶𝐻𝑛) dimulai dengan menentukan matriks 

detour dari graf helm tertutup, dilanjutkan dengan menentukan nilai eigen dan 

multiplisitas masing-masing nilai eigen dari matriks 𝐷𝐷(𝐶𝐻𝑛). 

 

Kata Kunci : matriks detour, nilai eigen, multiplisitas  
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SPECTRUM DETOUR IN CLOSED HELMET GRAPH 

ABSTRACT 

The detour matrix of graph 𝐺 is an 𝑛 × 𝑛 matrix denoted 𝐷𝐷(𝐺) with the 𝑖𝑗 entry 

(𝑖 -th row and 𝑗 -th column) being the longest path length between points 𝑖 and 𝑗. 

The detour spectrum is a symmetric matrix whose entries contain the eigenvalues 

and the multiplicity of the eigenvalues in the detour matrix. The detour spectrum of 

𝐺 is denoted 𝑠𝑝𝑒𝑐𝐷𝐷(𝐺). In this research, we are looking for a pattern formula 

regarding the detour spectrum of a closed helmet graph, with the number of points 

2𝑛 + 1 and the number of edges 4𝑛 for 𝑛 ≥ 3, 𝑛 ∈ 𝑁. To determine the detour 

spectrum of a closed helmet graph (𝐶𝐻𝑛)  begins by determining the detour matrix 

of the closed helmet graph, followed by determining the eigenvalues and 

multiplicity of each eigenvalue of the matrix 𝐷𝐷(𝐶𝐻𝑛). 

.          

Keyword: detour matrix, eigenvalues, multiplicity 
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DAFTAR SIMBOL 

𝐺 =  (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) : Graf 𝐺 dengan himpunan titik pada 𝑉(𝐺) dan himpunan sisi 

𝐸(𝐺). 

𝜆 : nilai eigen 

𝑚(𝜆) : multiplisitas dari 𝜆 

𝑆𝑝𝑒𝑐(𝐺) : spektrum dari graf 𝐺 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑐𝐷𝐷(𝐺) : spektrum detour dari graf 𝐺 

𝐼 : matriks identitas  

𝐶𝐻𝑛 : Graf helm tertutup dengan 2𝑛 + 1 titik 

𝐷𝐷(𝐶𝐻𝑛) : Matriks detour pada graf helm tertutup 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑐𝐷𝐷(𝐶𝐻𝑛)  : Spektrum detour pada graf helm tertutup 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Teori graf adalah salah satu cabang ilmu matematika yang bermanfaat dalam 

kehidupan sehari-hari. Pada tahun 1736, seorang matematikawan asal Swiss 

bernama Euler pertama kali memecahkan masalah jembatan Konigsberg dengan 

mempresentasikan dan memodelkan masalah ini ke dalam bentuk graf. Daratan atau 

titik yang dihubungkan oleh jembatan dapat dinyatakan sebagai simpul dan 

jembatannya dapat dinyatakan sebagai sisi (Munir, 2010). 

Aljabar linear juga merupakan salah satu cabang ilmu matematika. Kedua 

cabang ilmu ini dapat dihubungkan satu sama lain dengan mengkaji suatu graf  

melalui sifat-sifat aljabar yaitu dari representasi graf dalam suatu matriks. Spektrum 

matriks adalah salah satu hasil dari representasi dari teori graf dan aljabar linear. 

Penelitian tentang spektrum graf yaitu bertujuan untuk menentukan nilai eigen dari 

persamaan karakteristik matriks. 

Menurut Darmajid (2011), misalkan  𝜆 adalah suatu nilai karakteristik dari 𝐴 

dan 𝑚(𝜆) adalah multiplitas dari 𝜆. Misalkan 𝐴(𝐺) memiliki nilai-nilai eigen 

berbeda 𝜆0 > 𝜆1 > ⋯ > 𝜆𝑛 dengan multiplitas masing-masing 

𝑚(𝜆0), 𝑚(𝜆1), … ,𝑚(𝜆𝑛). Spectrum dari graf 𝐺, dinotasikan dengan 𝑆𝑝𝑒𝑐 𝐺, dapat 

dituliskan dalam bentuk berikut ini 

𝑆𝑝𝑒𝑐(𝐺) = [
𝜆0 𝜆1 … 𝜆𝑛

𝑚(𝜆0) 𝑚(𝜆1) 𝑚(𝜆𝑛)
]  

Ayyaswamy dan Balachandran (2010) melalui penelitiannya yang berjudul On 

Detour Spectra Of Some Graphs, menjelaskan bahwa spectrum graf dibentuk oleh 

nilai eigen dari matriks terhubung langsung. Pada pengertian ini, dinotasikan nilai 

eigen dari graf 𝐺 dengan 𝜆𝑖, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 dan spectrum ditulis dengan 𝑆𝑝𝑒𝑐 (𝐺). 

Matriks detour didefinisikan 𝐷𝐷 = 𝐷𝐷(𝐺) dari 𝐺 sehingga unsur (𝑖, 𝑗) adalah 

panjang lintasan terpanjang antara titik 𝑖 dan 𝑗. Nilai eigen dari 𝐷𝐷(𝐺) disebut 𝐷𝐷 

-nilai eigen dari 𝐺 dan membentuk 𝐷𝐷 − 𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡𝑟𝑢𝑚 dari 𝐺, dinotasikan dengan 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝐷𝐷(𝐺). Selama matriks detour simetris, semua nilai eigen 𝜆𝑖1 , 𝑖 = 1,2,… , 𝑛 
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adalah real dan dapat diberi label 𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑛. Jika 𝜆𝑖1 ≥ 𝜆𝑖2 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑖𝑔 

adalah nilai eigen dari matriks detour, maka 𝐷𝐷 − 𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡𝑟𝑢𝑚 dapat ditulis sebagai  

𝑠𝑝𝑒𝑐𝐷𝐷(𝐺) = [
𝜆𝑖1

𝜆𝑖2 … 𝜆𝑖𝑔

𝑚1 𝑚2 … 𝑚𝑔

] 

di mana 𝑚𝑗 menyatakan banyaknya basis untuk ruang eigen. 

Berdasarkan latar belakang, penulis tertarik untuk melakukan penelitian 

mengenai spektrum detour pada graf helm tertutup. 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah dijabarkan, rumusan masalah dalam 

skripsi ini yaitu menemukan bentuk umum spektrum detour pada graf helm 

tertutup. 

1.3 Tujuan Penelitian 

Tujuan penelitian dalam skripsi ini yaitu untuk menemukan bentuk umum 

spektrum detour pada graf helm tertutup. 

1.4 Batasan Masalah 

Dalam penelitian ini dilakukan pembatasan terhadap materi yang dibahas, 

yaitu: 

1. Graf yang digunakan adalah graf sederhana 

2. Penelitian ini dibatasi pada graf helm tertutup dengan 2𝑛 + 1 titik, dimana 

𝑛 ≥ 3 dan 𝑛 adalah bilangan asli. 

1.5 Tinjauan Pustaka 

Beberapa peneliti telah menentukan bentuk umum spektrum detour pada 

beberapa jenis graf. Pada tahun 2020, Abdy dan Syam berhasil menemukan 

spektrum detour dari graf roda 𝑛 + 1 titik 𝑊𝑛. Pada penelitian itu diperoleh: 

(i) 𝐷𝐷(𝑊𝑛) =

[
 
 
 
 
0 𝑛 𝑛 … 𝑛
𝑛 0 𝑛 ⋯ 𝑛
𝑛 𝑛 0 ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ 𝑛
𝑛 ⋯ 𝑛 𝑛 0]

 
 
 
 

 

(ii) 𝑠𝑝𝑒𝑐𝑐𝐷𝐷(𝑤𝑛) = [𝑛
2 −𝑛
1 𝑛

] 

Keterangan: 



3 

 

 

 

𝐷𝐷(𝑊𝑛) : matriks detour dari graf roda dengan 𝑛 + 1 titik 𝑊𝑛 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑐𝐷𝐷(𝑤𝑛) : spektrum detour dari graf roda dengan 𝑛 + 1 titik 𝑊𝑛 

Penelitian selanjutnya oleh Dewi (2011) berhasil menemukan spektrum  detour 

graf n-partisi komplit. Pada penelitian tersebut diperoleh: 

(i) 𝐷𝐷(𝐾𝑛,𝑛+1,𝑛+2,…,𝑛+𝑚) =

[
 
 
 
 

0 𝑝 − 1 𝑝 − 1 … 𝑝 − 1
𝑝 − 1 0 𝑝 − 1 ⋯ 𝑝 − 1
𝑝 − 1 𝑝 − 1 0 ⋱ ⋮

⋮ ⋮ ⋱ ⋱ 𝑛
𝑝 − 1 ⋯ 𝑝 − 1 𝑝 − 1 0 ]

 
 
 
 

 

(ii) 𝑠𝑝𝑒𝑐𝑐𝐷𝐷(𝐾𝑛,𝑛+1,𝑛+2,…,𝑛+𝑚) = [
(𝑝 − 1)2 −(𝑝 − 1)

1 (𝑝 − 1)
] 

Keterangan: 

𝐷𝐷(𝐾𝑛,𝑛+1,𝑛+2,…,𝑛+𝑚) : matriks detour graf n-partisi komplit 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑐𝐷𝐷(𝐾𝑛,𝑛+1,𝑛+2,…,𝑛+𝑚) : spektrum detour graf n-partisi komplit 

1.6 Metodologi Penelitian  

Penelitian ini diawali dengan melakukan studi pustaka dengan mencari literatur 

yang mendukung. Literatur yang digunakan berhubungan dengan matriks detour 

dan spektrum detour. Literatur tersebut bersumber dari buku, jurnal dan 

penelusuran melalui internet. 

Pada penelitian ini metodologi yang digunakan berupa definisi dan contoh 

yang berhubungan dengan spektrum detour. Teori ini diterapkan pada graf helm 

tertutup. Langkah awal yang harus dilakukan adalah menentukan matriks detour 

pada graf helm tertutup. Kemudian mencari nilai eigen dan multiplisitas dari nilai 

eigen pada matriks detour tersebut. Selanjutnya yaitu melihat pola dari spektrum 

detour pada graf helm tertutup dan menentukan polanya. Langkah terakhir yaitu 

melakukan pengujian pada teorema yang telah diperoleh. 
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Gambar 1.1 Flowchart Spektrum detour pada Graf Helm Tertutup  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Graf helm tertutup  

Menentukan matriks detour pada Graf helm tertutup  

Mulai 

Menentukan nilai karakteristik dari  

det(𝜆𝐼 − 𝐷𝐷(𝐶𝐻𝑛)) 

Menentukan nilai eigen dan multiplisitas dari nilai eigen pada 

matriks detour Graf helm tertutup  

 

Spektrum 𝑑𝑒𝑡𝑜𝑢𝑟 

Selesai. 


